
∫ ∞

−∞
e−x2

dx = 2
∫ ∞

0
e−x2

dx = 2
(∫ 1

0
e−x2

dx +
∫ ∞

1
e−x2

dx

)
≤ 2

(
1 +

∫ ∞

1
e−x dx

)
= 2

(
1 +

[
−e−x

]∣∣∞
1

)
= 2

(
1 + e−1

)
.

Hence
∫∞
−∞ e−x2

dx is convergent.

We have: (∫ ∞

−∞
e−x2

dx

)2

=
(∫ ∞

−∞
e−x2

dx

) (∫ ∞

−∞
e−y2

dy

)
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−x2

e−y2
dx dy by Fubini

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(x2+y2) dx dy

=
∫ 2 π

0

∫ ∞

0
e−r2

r dr dθ using polar coordinates

=
∫ 2 π

0

[∫ ∞

0
e−r2

r dr

]
dθ

=
∫ 2 π

0

[
−e−r2

2

∣∣∣∣∣
r=∞

r=0

]
dθ

=
∫ 2 π

0

[
1
2

]
dθ

= π.
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